
Αλγόριθμοσ Ζ  

- Τι είναι + παράδειγμα 

- Γιατί να κζλουμε να τον υπολογίςουμε + παράδειγμα 

- Γιατί να μθν κάνουμε brute force + παράδειγμα για τετραγωνικι πολυπλοκότθτα 

- Γριγοροσ Αλγόρικμοσ 

- Γιατί είναι γριγοροσ 

- Υλοποίθςθ  

- Ερωτιςεισ κατανόθςθσ 

- Προβλιματα 

Τι είναι; 

Ο Αλγόρικμοσ Η είναι ο υπολογιςμόσ κάποιων τιμϊν για μία ςυμβολοςειρά που μασ επιτρζπει να κάνουμε διάφορα 

ενδιαφζροντα πράγματα (όπωσ string searching) γριγορα. Πιο ςυγκεκριμζνα για μία ςυμβολοςειρά   

Z [ i ] = μικοσ μεγαλφτερθσ ακολουκίασ που ξεκινάει από το   και είναι prefix τθσ   

Ασ δοφμε κάποια παραδείγματα: 
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Γιατί να θζλουμε να υπολογίςουμε αυτζσ τισ τιμζσ  ; 

Θ πιο κοινι χριςθ αυτοφ του πίνακα είναι για τθν εφρεςθ μίασ ςυμβολοςειράσ   μζςα ςε μία άλλθ   ςε γραμμικό 

χρόνο. Αφιερϊςτε λίγο χρόνο να ςκεφτείτε πϊσ κα μποροφςαμε να βροφμε όλα τα ςθμεία που ξεκινάει μία 

ςυμβολοςειρά   ςτο  . 

Αυτό που πρζπει να κάνουμε είναι να καταςκευάςουμε μία ςυμβολοςειρά ϊςτε οι τιμζσ   να μασ λζνε πόςο 

μεγάλο είναι το prefix του   που ξεκινάει ςε αυτό το ςθμείο. Θ ςυμβολοςειρά που το κάνει αυτό είναι θ        . 

Ζτςι, οι τιμζσ του   που αφοροφν το μζροσ του   κα μασ λζνε ποιο είναι το μεγαλφτερο prefix του   που ξεκινάει 

από ζνα ςθμείο ςτο  . Άμα το  [ ]  | | τότε ςθμαίνει ότι από εκεί ξεκινάει μία ςυμβολοςειρά  . 

Για παράδειγμα 

  

 

 

 

 

Brute Force Λφςη 

Ο πιο εφκολοσ τρόποσ να λφςουμε αυτό το πρόβλθμα κα ιταν να ξεκινιςουμε από κάκε   και να αυξάνουμε ζναν 

counter ϊςπου το επόμενο ςτοιχείο ςτθ ςυμβολοςειρά είναι διαφορετικό από το επόμενο ςτοιχείο ςτο prefix. Θ 

λογικι αυτι φαίνεται καλφτερα ςτον παρακάτω κϊδικα. 

for (int i = 1; i < n; ++i) { 

 z[i] = 0; 

 while(i + z[i] < n && s[z[i]] == s[i + z[i]]) z[i]++; 

} 

Αυτόσ ο αλγόρικμοσ κα κάνει ςυνολικά  [ ]   [ ]     [   ] ςυγκρίςεισ. Στθν χειρότερθ περίπτωςθ 

(δθλαδι θ περίπτωςθ που δίνει τισ μεγαλφτερεσ τιμζσ για κάκε  [ ]1) είναι θ ακόλουκθ (ςτθ γενικι τθσ περίπτωςθ 

με   α): 

 

  

 

Θ πολυπλοκότθτα του αλγόρικμου επομζνωσ είναι  (  (   )       )   (
 

 
   (   ))   (  ) 
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 Μπορείτε να αιτιολογιςετε είναι πραγματικά οι μεγαλφτερεσ τιμζσ για κάκε  [ ]; 



Μποροφμε να κάνουμε κάτι πιο γρήγορο; 

Ναι, εννοείται. Αυτό που πρζπει να κοιτάξουμε είναι ςε ποιο ςθμείο υπολογίηουμε πράγματα που κα μποροφςαμε 

να είχαμε βρει από αυτά που ιδθ ξζρουμε. Ασ δοφμε μία γενίκευςθ του 2ου παραδείγματοσ: 

 

Μιπωσ μποροφςαμε να ζχουμε προβλζψει το μοτίβο 3, 2, 1 γνωρίηοντασ τισ τιμζσ 15, 10 και 5? Θ τιμι 15 μασ λζει 

ότι οι παρακάτω ςυμβολοςειρζσ είναι ίςεσ: 

 

Ασ ςυγκρίνουμε τισ τιμζσ   των δφο ακολουκιϊν: 

 

Ιςχφει ότι οι τιμζσ   των δφο ακολουθιών είναι ίδιεσ; 

Όχι. Αυτό δεν ςυμβαίνει για το 15 οφτε για το 10 και το 5. 

Τότε μήπωσ ιςχφει ότι οι τιμζσ που ζχουν    [ ] μικρότερο από 15 θα είναι ίςεσ; 

Ναι, αλλά ασ δοφμε γιατί. Το 15 που ζχουμε υπολογίςει ςτθν αρχι μασ ορίηει όλα τα ςτοιχεία από το 5 ζωσ το 19. 

Επομζνωσ αυτά κα είναι ίςα με τουσ πρϊτουσ 15 χαρακτιρεσ του  . Επομζνωσ αν μία ςυμβολοςειρά prefix ξεκινάει 

μζςα ςε αυτοφσ τουσ 15 χαρακτιρεσ και τελειϊνει μζςα ςε αυτοφσ (δθλαδι υπάρχει ςτοιχείο που διαφζρει από το 

επόμενο ςτο prefix) τότε κα διαφζρει και ςτο αντίςτοιχο ςθμείο ςτουσ χαρακτιρεσ 5 ζωσ 19. 

Ασ δοφμε για παράδειγμα τι γίνεται με τθν τιμι  [ ]: 

 

Ο λόγοσ που ςταματάει είναι ότι το β δεν είναι ίςο με α και ζτςι γίνονται matched μόνο οι πρϊτοι τρεισ 

χαρακτιρεσ. Το γεγονόσ όμωσ ότι είναι ίςοι οι πρϊτοι 15 χαρακτιρεσ μασ λζει ότι το β κα υπάρχει και ςτθν επόμενθ 

ακολουκία επομζνωσ: 

 

Επομζνωσ, μποροφμε να γενικεφςουμε αυτι τθ λογικι κρατϊντασ το δεξιότερο διάςτθμα [   ] που ξζρουμε ότι 

ζχει γίνει matched με το prefix, όταν ζχουμε  [   ]      τότε ξζρουμε ότι το  [ ]   [   ] 



Μποροφμε να κάνουμε κάτι για τισ υπόλοιπεσ τιμζσ; 

Αυτό που ξζρουμε είναι ότι κάνουν match ζωσ το τζλοσ τισ περιοχισ που ζχουμε εξερευνιςει. Άρα μποροφμε να 

ξεκινιςουμε ζνα νζο διάςτθμα [   ] και να το επεκτείνουμε. Ζτςι κα βροφμε τθν τιμι του  [ ] και το καινοφργιο 

διάςτθμα. Το καλό μζροσ εδϊ είναι ότι το   μόνο αυξάνει επομζνωσ ςτο ςφνολο δεν κα γίνουν πάνω από | |  

αυξιςεισ. 

Ο Αλγόριθμοσ 

Τϊρα που είδαμε περίπου τθν λογικι πίςω από τον αλγόρικμο μποροφμε να δοφμε αναλυτικά τισ περιπτϊςεισ. Σε 

κάκε βιμα του αλγορίκμου κα διατθροφμε το δεξιότερο διάςτθμα2 [   ] και κα υπολογίηουμε το  [ ].  

- Αν το    , δηλαδή το index μασ βρίςκεται ζξω από αυτά που ζχουμε ήδη κοιτάξει 

Τότε κα χρθςιμοποιιςουμε τθν brute force λογικι για να υπολογίςουμε το  [ ] και ςτο τζλοσ κα 

αναβακμίςουμε το διάςτθμα ςε [   [ ]     ]  

 

- Αν το    , δηλαδή το index βρίςκεται μζςα ςε αυτά που ζχουμε ήδη κοιτάξει 

Τότε μποροφμε να βάλουμε τθν τιμι του  [ ]   [   ] δθλαδι τθσ τιμισ που ζχουμε ιδθ υπολογίςει. 

Αλλά όπωσ είπαμε αυτι θ τιμι μπορεί να είναι πολφ μεγάλθ (εννοϊντασ ότι  [   ]       3) επομζνωσ 

κα πρζπει να πάρουμε  [ ]     ( [   ]      ). Τϊρα αν το    [ ] είναι ίςο με το   πρζπει να 

ελζγξουμε τι γίνεται με τισ υπόλοιπεσ τιμζσ και το κάνουμε αυτό πάλι με τθν brute force λογικι. Επομζνωσ 

αν χρειαςτεί να αυξιςουμε το   κα πρζπει να αναβακμίςουμε και το διάςτθμα μασ. 

Διαγραμματικά μποροφμε να δοφμε τθν δεφτερθ περίπτωςθ ωσ δφο υποπεριπτϊςεισ: 

 
Μποροφμε να μιλιςουμε με ςιγουριά ότι οι τιμι του  [ ] είναι  [   ] γιατί ςτισ τιμζσ που γνωρίηουμε ότι είναι 

ίδιεσ ςτο διάςτθμα [   ] εμφανίηεται και το ςτοιχείο που φράηει το  [   ] και επομζνωσ φράηει και το  [ ]. 
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 Αυτό που ζχει το μεγαλφτερο δεξί endpoint. 

3
 Γιατί δεν είναι φυςιολογικό αυτό; 



Γιατί είναι γρήγοροσ ο αλγόριθμοσ4; 

Το μζροσ του αλγορίκμου που παίρνει τον ζξτρα χρόνο είναι το κομμάτι που τρζχουμε τθν brute force λογικι. Αλλά 

κάκε φορά που το κάνουμε αυτό αυξάνουμε και το  . Το   μπορεί να πάρει το πολφ | | τιμζσ επομζνωσ ο 

αλγόρικμοσ τρζχει ςε  (| |). 

Γιατί είναι ςωςτόσ ο αλγόριθμοσ; 

Κάκε φορά που ςταματάμε τθν brute force μζκοδο τότε ςθμαίνει ότι ζχουμε βρει το χαρακτιρα (ι το τζλοσ) που 

ςταματάει το prefix που ξεκινάει από τθν κζςθ   και ότι όλα τα προθγοφμενα είναι ςτοιχεία είναι ίςα. 

Υλοποίηςη Αλγόριθμου 

Θ υλοποίθςθ είναι ςχετικά μικρι και απλι 

int L = 0, R = 0; 

for (int i = 1; i < n; ++i) { 

 Ζ[i] = 0; 

 // Το ζηοισείο μαρ είναι ζηο διάζηημα πος έσοςμε ελέγξει 

 if (i <= R) 

  Z[i] = min(R - i + 1, Z[i - L]); 

 while (i + Z[i] < n && S[Z[i]] == S[i + Z[i]]) Z[i]++; 

 // Αν έσοςμε καινούπγιο δεξιόηεπο διάζηημα 

 if (i + Z[i] - 1 > R) { 

  // Αναβάθμιζη ηος διαζηήμαηορ 

  l = i; r = i + Z[i] - 1; 

 } 

} 

Σχόλια: 

- Υπάρχουν αρκετζσ διαφορετικζσ παραλλαγζσ αυτοφ του αλγορίκμου 

- Θα μποροφςαμε να αφαιρζςουμε τον ζλεγχο    [ ]   , αν κζςουμε τον τελευταίο 

χαρακτιρα  [ ]     . 

- Παρατθριςτε ότι δεν υπολογίηουμε τθν τιμι του  [ ] 
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 Μπορεί να είναι πιο εφκολο να κατανοιςετε τθν πολυπλοκότθτα του αλγορίκμου αν κοιτάξετε τον κϊδικα πρϊτα. 



Παραδείγματα Εκτζλεςησ 

 

 

 

 



 

 

 

 



 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

  

 



Ερωτήςεισ κατανόηςησ 

Μποροφν δφο διαφορετικζσ ςυμβολοςειρζσ να ζχουν τισ ίδιεσ τιμζσ  ; 

Ναι. Προφανϊσ άμα πάρουμε μία ςυμβολοςειρά και αλλάξουμε όλουσ τουσ χαρακτιρεσ ‘α’ ςε ‘β’ και όλουσ τουσ 

χαρακτιρεσ ‘β’ ςε ‘α’ τότε οι τιμζσ   κα παραμείνουν οι ίδιεσ κακϊσ το μόνο που χρθςιμοποιοφμε ςτον αλγόρικμο 

είναι θ ιςότθτα (και όχι διαφορετικοφ τφπου ςφγκριςθ). 

Για όλεσ τισ ςυμβολοςειρζσ που ζχουν ίδιεσ τιμζσ   πρζπει να ιςχφει ότι υπάρχει μεταςχηματιςμόσ 1-1 μεταξφ των 

χαρακτήρων τησ μίασ και τησ άλλησ5; Τι ςημαίνει αυτό; 

Θ απάντθςθ είναι όχι. Δεν υπάρχει 1-1 μεταςχθματιςμόσ μεταξφ των παρακάτω παρόλο που ζχουν τισ ίδιεσ τιμζσ  . 

 

Αυτό ςθμαίνει ότι δεν μποροφμε να ανακτιςουμε μία ςυμβολοςειρά από τισ τιμζσ  . 

Τι μποροφμε να ποφμε για μία ςυμβολοςειρά που ζχει  [ ]   ; 

Προφανϊσ, δεν ψάχνουμε να βροφμε ςυγκεκριμζνουσ χαρακτιρεσ (δείτε τθν πρϊτθ ερϊτθςθ). Επομζνωσ χωρίσ 

βλάβθ τθσ γενικότθτασ ασ ποφμε ότι ο πρϊτοσ χαρακτιρασ είναι ‘α’. Τότε από το  [ ]    ζχουμε ότι οι πρϊτοι 

τζςςερεισ χαρακτιρεσ κάνουν match τουσ χαρακτιρεσ από το 1..4. Θ λογικι που ακολουκοφμε φαίνεται παρακάτω: 

 

 

 

 

 

 

Επομζνωσ κάκε φορά μποροφμε να υποςτθρίξουμε ότι ο επόμενοσ χαρακτιρασ είναι ‘α’ γιατί ξζρουμε το matching 

μεταξφ του prefix και του 1…4. Τελειϊςαμε; Όχι, αν ο χαρακτιρασ 5 ιταν ‘α’ τότε το  [ ]   , άρα πρζπει να τον 

κζςουμε κάτι διαφορετικό από ‘α’ (ι το τζλοσ τθσ ςυμβολοςειράσ).  
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 Με απλά λόγια αν αντικαταςτιςουμε κάκε χαρακτιρα τθσ μίασ με κάτι άλλο, χωρίσ να μποροφν δφο χαρακτιρεσ να 

αντικαταςτακοφν από τον ίδιο. 



Σημείωςη: Εξίςου ςθμαντικι με τθν ζννοια του  [ ] είναι το διάςτθμα [     [ ]   ]. Αυτι είναι θ 

υποςυμβολοςειρά που είναι ίςθ με κάποιο prefix τθσ αρχικισ και είναι το διάςτθμα που επθρεάηεται από τθν 

γνϊςθ του  [ ]. 

Μποροφμε να ζχουμε δφο διαςτήματα να τζμνονται (πριν δείτε την λφςη βεβαιωθείτε ότι την ζχετε προςπαθήςει 

αρκετά); 

Ζνα παράδειγμα μίασ τζτοιασ ςυμβολοςειράσ είναι θ ακόλουκθ: 

 

Θ πιο απλι ιδιότθτα των διαςτθμάτων μίασ ςυμβολοςειράσ  , είναι ότι    [ ]  | | κακϊσ κα πρζπει το 

διάςτθμα να τελειϊνει πριν από το τζλοσ τθσ  . Το ερϊτθμα που γεννάται είναι το ακόλουκο: 

Τι ςημαίνει για ζνα prefix p να ζχει    [ ]  | |    για όλα τα  ; 

Σθμαίνει ότι όλα τα διαςτιματα τελειϊνουν μζςα ςε αυτι τθ ςυμβολοςειρά, επομζνωσ κα φαίνεται κάπωσ ςαν το 

παρακάτω: 

 

Για τθν υπόλοιπθ ςυμβολοςειρά6 ζχουμε ότι όπου εμφανίηεται αυτό το prefix οι τιμζσ   κα ζχουν τθν ίδια μορφι. 

Ο λόγοσ είναι ο ίδιοσ με αυτι τθσ περίπτωςθ 2.α ςτον αλγόρικμο, ζχουμε ιδθ βρει τον χαρακτιρα που ςταματάει 

το διάςτθμα. Επομζνωσ καμία τιμι   δεν κα μπορζςει να ξεπεράςει το φράγμα του  . Και πότε μπορεί; 

Μπορεί όταν υπάρχει μία τιμι ςτισ   τιμζσ του   που ζχει  [ ]     . Ασ μελετιςουμε αυτι τθν περίπτωςθ γιατί 

είναι μία με αρκετζσ εφαρμογζσ. 

 

Σθμαίνει ότι το   τελειϊνει με ζνα δικό του prefix. Αυτό είναι που του δίνει τθ δυνατότθτα να επεκτείνει τισ   τιμζσ 

του, όταν προςκζτουμε χαρακτιρεσ ςτο τζλοσ του. Ακόμα πιο ενδιαφζρον είναι άμα αρχίςουμε να κάνουμε match.. 

 

Ασ ονομάςουμε Α το κομμάτι μεταξφ αρχισ και του   για το οποίο    [ ]  | |   . 
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 Κακϊσ το   είναι απλά ζνα prefix 



 

 

Επομζνωσ, παρατθροφμε ότι υπάρχει μία περιοδικότθτα. Θ ςυνκικθ για το πότε βρικαμε μία περίοδο τθσ 

ςυμβολοςειράσ είναι μζροσ των προβλθμάτων. 

 

 

 


